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Odrobina teorii

Belki Gerbera:

- uktady jednowymiarowe (wiodgca cecha geometryczna: dtugosc)
-belki o liczbie reakcji >3

- wystepujg w nich przeguby

-uktady statycznie wyznaczalne, geometrycznie niezmienne, czyli:
(liczba reakcji)-(liczba przegubow)=3

-przegub generuje nieciggtos¢ momentu zginajgcego, lecz pozostate
sity wewnetrzne (tngce i normalne) sg ciggte na dtugosci belki

- kazdy kolejny przegub powoduje zwolnienie stopnia swobody i aby
uktad pozostat geometrycznie niezmienny nalezy dotozy¢ dodatkowa
reakcje podporowag
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Odrobina teorii

Belki najczesciej utozone sg poziomo, dlatego tez w celu uproszczenia przekazu
bede réwniez korzystat z nazw typu ,,sita pionowa”.

Nalezy jednak pamietaé, ze belki moga by¢ utozone pod katem (przyktad ponizej) i
wtedy nazewnictwo te bytoby btedne (poprawniej jest uzywacé nazewnictwa typu
,Sita prostopadta/réwnolegta do osi belki”)
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe
a) Wydzielamy sktadowe belki myslowo usuwajgc przeguby

;;\D“%c v I

’lll 3 4L 2 *’IL 3 *"'IL 1 *’IL 2 ’1|' 4 ’l|' 2

q=10kN/m, q,=18kN/m, P;=30kN, P,=42kN, M=18kNm
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe

b) Analizujemy poszczegdlne belki sktadowe pod katem statecznej
wyznaczalnosci — sprawdzamy ilosc reakcji dla kazdej z nich
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe

b) Analizujemy poszczegdlne belki sktadowe pod katem statecznej
wyznaczalnosci — sprawdzamy ilosc reakcji dla kazdej z nich
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe
c) Sprawdzamy reakcje zgodne z osig belki

Belka gerberowska jest ustrojem jednowymiarowym — wystarczy jedna reakcja
zgodna z osig belki (H) aby przeja¢ oddziatywanie od wszystkich sit rzutowanych
na kierunek osi belki (najczesciej poziomych).

A [[\VA %Vn [rVE

Jesli zadna z podpdr nie gwarantowataby reakcji zgodnej z osig belki (H) to uktad
bytby mechanizmem — dowolna, nawet najmniejsza sita powodowata by
przemieszczenie ,,poziome” belki.

W naszym przypadku istnieje reakcja H w podporze A, czyli warunek spetniony.
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe
d) Sprawdzamy pozostate reakcje

Aby belka sktadowa byta geometrycznie niezmienna, czyli aby byta zdolna
przeciwstawic sie obcigzeniu dowolng sitg (np. aby nie spadata pod wptywem sity
pionowej lub nie obracata sie pod wptywem momentu zginajgcego) powinna
posiadac podpory gwarantujgce 3 reakcje. Na podstawie wczesniejszego punktu
sprawdziliSmy warunek dla sity zgodnej z osig belki (,,poziomej”), a wiec teraz
wystarczg nam 2 reakcje niepoziome, aby belka sktadowa byta geometrycznie
niezmienna.

d2 M P, P, %
H_ﬁmc% v

<= =
[FVA ZFVD [rVE
\ J \ J \ J
| Y Y
2 reakcje ,niepoziome” 0 reakgji 2 reakcje ,niepoziome”

8 inz. Krzysztof Wierzbicki



Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki , sktadowe”

d) Sprawdzamy pozostate reakcje
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Jak widac¢ na powyzszych schematach belki sktadowe z lewej oraz z prawej strony
uktadu posiadaja 2 reakcje ,niepoziome”. Wynika z tego, ze jesli usunelibysmy
przeguby (oraz pomineli chwilowo wptyw sity ,poziomej”) to belki te bytyby
geometrycznie niezmienne.
Sktadowa belka pozioma w srodku uktadu nie posiada zadnych reakcji, a wiec pod
wptywem (w tym wypadku) sit pionowych P przemiescita by sie w doét
nieblokowana przez zadng podpore.
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Przyktadowy algorytm obliczen

1. Podziat belki Gerbera na belki sktadowe

e) Ustalenie schematu pracy

Z poprzedniego punktu wynika, ze sSrodkowa belka ,,sktadowa” utrzymuje swojg
geometryczng niezmiennos¢ w ukfadzie dzieki przegubowemu potaczeniu z
sgsiednimi belkami sktadowymi (opiera sie na nich).

Oparcia te sg podporami przegubowymi nieprzesuwnymi, a zwroty ich reakcji na
belce srodkowej sg przeciwne do zwrotdw sit wywotanych tym oparciem na
belkach sgsiednich (analogicznie opierajac sie rekg na stole powodujemy
powstanie sity oporu stotu przeciwnie skierowanej do wtozonej przez naszg reke).
Stad tez zaznaczamy to schematycznie:
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Przyktadowy algorytm obliczen

2. Wyznaczenie reakcji w belkach sktadowych

Reakcje nalezy wyznaczac¢ w belkach, w ktorych wystepujg 2 reakcje
,hiepoziome”, poniewaz mamy do dyspozycji tylko 2 rownania rownowagi
dotyczace sit ,,niepoziomych” — sume rzutow na kierunek prostopadty do osi belki
(suma Y) oraz sume momentow zginajgcych wzgledem dowolnego punktu.
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Przyktadowy algorytm obliczen

2. Wyznaczenie reakcji w belkach sktadowych

Belka B-C .
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Belka C-E
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych

Naktadamy wszystko na schemat gtowny
(zmieniono kierunek momentu zginajgcego w
utwierdzeniu ze wzgledu na znak ,,-”),
zaznaczamy dodatnie widkna belki (,,spdd belki”)

dodatnich (po stronie ,,spodu”) i oznaczamy
rzedne jako ,,-”.
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych

Zaczynam rysowac wykres poruszajgc sie po belce od lewej do prawej strony. Podczas rysowania wykresu sit
tnacych patrze na wartosci sit na belkach sktadowych (mozna réwniez podczas rysowania uktadaé réwnania
dla belki przed rozbiciem, ale ze wzgledu na dtugos¢ kolejnych réwnan wygodniej bazowac na
poszczegdlnych belkach sktadowych).

Na poczatku rysuje wykres sit tngcych na belce sktadowej miedzy punktami A i B.

W punkcie A na wykresie nalezy zaznaczy¢ wartos¢ rowng reakcji pionowej w utwierdzeniu. Reakcja Va
powoduje obrét zgodny ze wskazéwkami zegara, a wiec na wykresie bedzie miata wartos¢ dodatnig, ktora
zaznaczamy po przeciwnej stronie wstepnie zatozonych dodatnich spodow, czyli powyzej osi belki.

Punkt B: od punktu A do B na odlegtosci 3m wystepuje obcigzenie trojkatne dziatajgce na kierunku
pionowym (Y). Obcigzenie tréjkatne mozemy opisac za pomocg funkcji liniowej, a wiec wykres sit tngcych
bedzie funkcjg o stopien wyzszg - funkcjg kwadratowa. Funkcja obcigzenia nie przechodzi przez os belki, a
wiec wykres sit tngcych nie bedzie miat ekstremum w na catej dfugosci belki sktadowej A-B. Jesli poruszamy
sie z lewa na prawo i stoimy w punkcie B, to obcigzenie g2 bedace z lewej strony potgczone ramieniem z
punktem B spowoduje zakreslanie okregu przeciwnie do kierunku obrotu wskazéwek zegara. Zaktadajac, ze
ruch wskazowek zegara jest dla nas zwrotem dodatnim - obcigzenie g2 bedzie miato znak ,,-”. A wiec
wartos¢ wykresu sit tngcych w punkcie B nalezy obliczy¢ zgodnie z rysunkiem. Wartosci w punkcie A i B
taczymy linig przypominajgca wykres funkcji kwadratowej, pamietajac, ze nie ma ekstremum w przedziale
<0,3> oraz ze wykres powinien by¢ styczny do kierunku poziomego przy wartosci dla punktu B (warto$é
obcigzenia w punkcie B jest rowna 0 i rosnie do swojego maksimum w punkcie A —to tam styczna do
wykresu sit tngcych powinna tworzyé z osig belki najwiekszy kat).
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych

Przechodzimy do belki miedzy punktami B i C. W punkcie B powinnismy mie¢ wartosc¢ 33 z plusem — po
gornej stronie belki (reakcja Vb powodujgca obrét zgodny z ruchem wskazéwek zegara). W punkcie B (na
przegubie) nie mamy przytozonej zadnej sity skupionej, a wiec nie powinnismy mieé skoku wartosci na
wykresie sit thgcych. Sity Vb na belce A-B i B-C sg wartoSciami sit wewnetrznych w przegubie, a nie
obcigzeniami zewnetrznymi. Maja ten sam kierunek, ale przeciwny zwrot — dajgc po zsumowaniu 0, a wiec
jest to potwierdzenie, ze w punkcie B nie ma prawa byc¢ skoku wartosci na wykresie. Nastepnie w odlegtosci
2m od punktu B (poruszajac sie ciggle z lewej na prawg strone) przytozona jest sita P2. Pomiedzy nig a
punktem B nie wystepuje zadne obcigzenie, a wiec charakter wykresu sit tngcych bedzie analogiczny do
funkcji statej (,,poziomy”). Sita P2 spowoduje skok na wykresie sit thgcych o wartos¢ sity P2, ktdra powoduje
,obrot” przeciwny do ruchu wskazowek zegara, a wiec chcgc uzyskaé wartosc rzednej na wykresie — od
dotychczasowej wartosci odejmujemy wartosc sity P2. Operacje powtarzamy dla kolejnej sity — P1.
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych

Przechodzimy do ostatniej belki sktadowe]j — belki o poczatku w punkcie C opartej na podporach D i E (belka
C-E).

W punkcie C wystepuje reakcja Vc skierowana w dot, a wiec powodujgca ,,obrét” przeciwny do ruchu
wskazéwek zegara (przy poruszaniu sie w kierunku z lewej do prawej) — na wykresie powinna by¢ to rzedna o
wartosci -39. | zgadza sie z ostatnig wartoscig z poprzedniej belki. Nastepnie szukamy wartosci rzednej
wykresu tngcych w punkcie D. Pomiedzy punktami Ci D wystepuje obcigzenie pionowe o charakterze
ciggtym i statym. Skoro obcigzenie jest state — wykres sit thgcych w tym przedziale bedzie liniowy. Od
wartosci rzednej wykresu w punkcie C odejmujemy (,,obrot” przeciwny do ruchu wskazéwek zegara)
wartos¢ rowng polu obcigzenia q1 pomiedzy punktami Ci D (2m - 10kN/m) — zgodnie z rGwnaniem na
rysunku. W punkcie D miesci sie podpora przegubowa powodujgca powstanie reakcji pionowej Vd. Reakcja
ta powoduje ,,obrét” zgodny ze wskazéwkami zegara, a wiec do wartosci ostatniej rzednej nalezy dodac
wartosc tej reakcji. Analogicznie obliczamy wartos¢ rzednej w punkcie E oraz na koncu belki. Nalezy zwrdcic
uwage, ze na koncu belki brak jest jakiegokolwiek obcigzenia skupionego, czyli rzedna wykresu sit thgcych na
konicu belki powinna by¢ rowna 0. Warto rowniez zauwazy¢, ze wykres przecina os belki w poblizu podpory E
z lewej strony.
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Przyktadowy algorytm obliczen

3. Wykres sit thgcych
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Przyktadowy algorytm obliczen

4. Wykres momentow zginajacych

Przystepujemy do sporzgdzania wykresu
momentow zginajgcych. Podczas obliczania

rzednych nalezy zwraca¢ uwage na to, czy dana q,=18KN/m
sita powoduje rozcigganie widkien po zatozonej jﬁ M=18kNm lp2=42kN lvPFsOkN q=10kN/m
stronie belki, czy wtdkien po stronie przeciwnej
(a nie jak w przypadku wykresu sit tngcych — czy o3 L2 | L1l 2 | 4 L2
powoduje ,,obrét” zgodny badz przeciwny do N lpz lp1 -
kierunku obrotu wskazéwek zegara). Momenty H—B'%é“ _ ‘éf@o _
zginajace sg funkcjg o stopien wyzszg od sit =33KN. V=39kN
tnacychi o 2 stopnie wyzszg niz funkcja _0 %]]HDD% : = : a
obciazenia. e %LLLL‘;L;LLUJM;{L“JJJ—'

. . 1 Ma=108kNm 8-33'<N
Wykres rysujemy ZAWSZE po stronie wtdkien VA_6DKN Ve Sgkﬁvfgs,sw fvﬁzo,sw
rozcigganych, a znak ustalamy na podstawie sy f N 52072_10:0

60'

tego, czy rozciggane sg wtdkna zatozone jako

50+98,5=39 5

dodatnie, czy przeciwne do nich. @ : Y e 11 ? ‘ 3054 10-057
I S : : -9-30=-39 ; :
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Przyktadowy algorytm obliczen

4. Wykres momentow zginajacych

Rysuje wykres poruszajac sie z lewej do prawej strony. W punkcie A dane jest utwierdzenie, a wiec
wystepuje blokada stopnia swobody bedgcego obrotem. Jedna z reakcji jest wiec moment zginajacy
Ma. Powoduje on rozcigganie gérnych widkien belki, a wiec rzedng wykresu momentow zginajgcych
nalezy odfozy¢ powyzej osi belki. Sg to wtdkna potozone po drugiej stronie osi belki od widkien
wstepnie zatozonych jako wtdkna dodatnie, a wiec rzedna bedzie miata znak ,,-”.
Nieskonczenie blisko punktu B z lewej strony przytozony jest skupiony moment zginajgcy. Mozna
przyjaé, ze moment jest przytozony tak blisko, ze nie mozemy odczytac rzednej pomiedzy punktem B a
momentem skupionym. W takim wypadku obliczamy wartos¢ rzednej wykresu momentu zginajgcego
bardzo blisko z lewej strony momentu skupionego zgodnie z réwnaniem na rysunku na nastepnym
slajdzie. Wykres miedzy A i B bedzie miat charakter funkcji o stopien wyzszej niz charakter wykresu sit
tngcych, a wiec bedzie to charakter funkcji 3-go stopnia. W wykresie T brak jest przeciecia z osig belki,
a wiec na wykresie M nie bedzie ekstremum miedzy punktami A i B.
Zeby sprawdzi¢ warto$é rzednej wykresu M dokfadnie w punkcie B najtatwiej zaczaé rysowaé wykres z
prawej do lewej strony zaczynajgc od punktu B. W samym punkcie wartos¢ bedzie wynosié 0 (przegub
nie blokuje obracania sie dwodch sgsiednich belek sktadowych — po obcigzeniu mogg by¢ nachylone
pod réznym katem do osi belki), ale juz nieskonczenie blisko punktu B z lewej strony przytozony jest
moment skupiony powodujgcy rozcigganie dolnych widkien (dodatnich). Z racji tego, ze nie istnieje
otowek badz dtugopis o nieskoniczenie cienkim wktadzie piszgcym mozna sie ograniczy¢ jedynie do
rysowania rzednej wykresu momentu zginajgcego nieskoniczenie blisko przegubu — pamietajac, ze w
samym przegubie wartos¢ wynosi 0, a wartos¢ rzednej nieskoriczenie blisko niego bedzie wynosic tyle
ile wartos¢ przytozonego momentu skupionego.
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Przyktadowy algorytm obliczen

4. Wykres momentow zginajacych
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Przyktadowy algorytm obliczen

4. Wykres momentow zginajacych

Przechodzimy do rysowania wykresu momentéw zginajgcych na belce B-C, w kierunku od lewej do
prawej strony.

W punkcie B brak jest przytozonego momentu skupionego, a wiec wartosc rzednej wykresu M bedzie
wynosic¢ 0. Pod sitg P2 wartos¢ rzednej wykresu M nalezy obliczy¢ uwzgledniajac site Vb. Powoduje
ona rozcigganie dolnych widkien, a wiec rzedng nalezy odtozy¢ ponizej osi belki. Sg to widkna
wstepnie zatozone jako dodatnie, a wiec wartosc rzednej jest dodatnia i rowna sile Vb przemnozonej
przez ramie dziatania rowne 2m — zgodnie z rGwnaniem na rysunku na nastepnym slajdzie.
Nastepnie obliczamy wartosc rzednej w punkcie pod sitg P1. Nalezy uwzglednié site Vb ze znakiem ,,+”
oraz site P2 ze znakiem ,,-” (powoduje rozcigganie gérnych widkien). Zamiast uktadaé réwnania z
dwiema sitami przy ,,poruszaniu sie” po belce z lewej do prawej strony mozna zauwazyc, ze prosciej
bedzie utozy¢ réwnanie z prawej do lewej strony, gdzie bedzie wystepowac tylko jedna sita.
Niezaleznie z ktorej strony do ktorej bedziemy liczy¢ — wartosci rzednych bedg takie same.

W punkcie C nie jest przytozony zaden moment zginajacy, a wiec wartos¢ rzednej bedzie wynosi¢ 0
(mozna to sprawdzi¢ robigc sume momentdow zginajgcym wzgledem punktu C).
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4. Wykres momentow zginajacych

Nastepnie przystepujemy do rysowania wykresu M na belce C-E.

W punkcie C nie ma przytozonego momentu skupionego, a wiec wartosc rzednej wykresu M bedzie
wynosic 0.

Obliczamy wartos$¢ rzednej w punkcie D. Pomiedzy punktem Ci D wystepuje obcigzenie rownomiernie
roztozone, powodujgce rozcigganie gérnych witdkien belki a takze w punkcie C przytozona jest sita Vc,
ktéra rédwniez rozcigga gorne widkna belki. Wykres sit tngcych w tym przedziale ma charakter liniowy,
a wiec wykres momentow zginajacy bedzie miat charakter funkcji o stopien wyzszej - czyli funkgcji
kwadratowej. Obliczamy wartos¢ rzednej w punkcie D zgodnie z rysunkiem z nastepnego slajdu i
taczymy go linig przypominajaca charakterem wykres funkcji kwadratowej. Nastepnie obliczamy
wartosc rzednej wykresu M w punkcie E. W tym przypadku, podobnie jak w poprzedniej belce,
wygodniej policzy¢ rzedng ,,poruszajgc” sie z prawego kornca belki do punktu E (krotsze réwnanie).
Obcigzenie ciggte po prawej stronie punktu E powoduje rozcigganie gérnych wtékien — przeciwnych
do zatozonych, a wiec rzedna powinna by¢ tak jak w przypadku punktu D — odtozona powyzej osi belki
a jej wartos¢ powinna by¢ ujemna.

Odtozone rzedne w punkcie D i E nalezy potaczy¢ linig o charakterze funkcji kwadratowej, przy czym
nalezy zauwazyé, ze wykres sit thacych przecina sie z osig belki w poblizu podpory E z lewej strony.
Oznacza to, ze wykres momentoéw zginajgcych bedzie miat w tym punkcie wartos¢ ekstremalng (jesli
pochodna danej funkcji ma wartosc 0 to dana funkcja osigga wartosc ekstremalng, a pochodng
momentu zginajgcego jest sita tngca).
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4. Wykres momentow zginajacych

Aby obliczy¢ wartos¢ ekstremalng musimy napisaé rownanie sit tngcych.
Wykres przecina sie po lewej stronie podpory Ve, czyli spodziewamy sie wartosci ekstremalnej w
odlegtosci niewiele ponad 2m liczagc od prawej strony belki. W tym wypadku uktadajac réwnania bede

przesuwat sie od strony prawej do lewej.

T=10-x-20,5=0
Xx=2.,05m
Mextr=-10-2,05-33—5+20,5-(2,05-2)=-19,988kNm
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UWAGA!
Powyzsze obliczenia zostaty przedstawione w celu omdwienia zagadnienia belki Gerbera w jak najprostszy sposéb w ramach

powtdrki materiatu z zajec przed kolokwium dla studentdw pierwszego roku kierunku Budownictwo. Nazewnictwo uzyte
podczas wyjasnien moze odbiega¢ od nazewnictwa uzywanego w publikacjach i ksigzkach naukowych, lecz uzyte zostato
celowo ku zachowaniu prostej, obrazowej i zrozumiatej formy przekazu.

W razie zauwazenia jakichkolwiek btedéw badz niescistosci prosze o kontakt.
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